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Исследования в  теоретическом отделе ИЗМИРАН
В. Б. Семикоз
Институт земного магнетизма, ионосферы и распространения радиоволн 
им. Н. В. Пушкова Российской академии наук (ИЗМИРАН)

Исследования, проведённые в Теоретическом отделе в последние десятилетия, ох-
ватывали приложения современных методов теоретической физики к  решению 
проблем физики Солнца, физики космической плазмы, релятивистской астрофи-
зики, нейтринной астрофизики, а  также включали в  себя рассмотрение нелиней-
ных явлений в тёмной материи. Был достигнут существенный прогресс в развитии 
некоторых тонких методов математической физики, в  частности, в  приложениях 
аппарата дифференциальной топологии к  теории динамо и  к задачам геофизики, 
а также при построении новых вариационных и асимптотических методов. Многие 
результаты были получены при исследовании влияния магнитных полей и флукту-
аций плотности в зоне лучистой теплопроводности Солнца на осцилляции солнеч-
ных нейтрино. На протяжении нескольких лет это направление работ находилось 
в центре внимания теоретического отдела ИЗМИРАН.

В предлагаемом ниже обзоре представлены наиболее важные результаты про-
ведённых исследований. Список публикаций включает в  себя избранные работы, 
опубликованные в  1989–2014 гг. в  престижных международных и  отечественных 
журналах.
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турбулентность плазмы, веерная неустойчивость, инварианты в идеальной МГД, 
нелинейная динамика тёмной материи, нелинейные волны, кинетика неидеальной 
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Специфика исследований, проводимых в теоретическом отделе, — это ис-
пользование методов теоретической физики в решении разнообразных за-
дач: в физике Солнца, физике космической плазмы, релятивистской астро-
физике и космологии, в анализе нелинейных явлений в тёмной материи.

Сюда относятся также такие тонкие разделы математики как прило-
жение дифференциальной топологии в теории динамо и геофизике, и, на-
конец, вариационные и асимптотические методы в  задачах теоретической 
физики.

Исследование солнечных магнитных полей и  возмущений плотности 
в  зоне лучистого переноса по  наблюдениям осцилляций солнечных ней-
трино подземными детекторами являлось одной из центральных тем в те-
оретическом отделе ИЗМИРАН в  последние десятилетия. Помимо задач 
самой нейтринной астрофизики, таких как, например, ограничение ней-
тринного переходного магнитного момента из глобального анализа всех 
нейтринных экспериментов, включая наблюдения солнечных и  реактор-
ных нейтрино, решалась обратная задача определения параметров в  цен-
тральных областях Солнца: корреляционной длины возмущений плот-
ности, магнитного поля, влияющих на нейтринные осцилляции в  обще-
принятой модели Михеева-Смирнова-Вольфенстайна, при известных 
ограничениях на параметры смешивания нейтрино.

Семикоз Виктор Борисович — заведующий отделом, semikoz@yandex.ru
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Ограничения на центральное (дипольное) магнитное поле Солнца 
по сдвигу частот гравитационных мод или по их влиянию на баттерфляй-
диаграммы солнечного цикла активности дополнялось поиском затравоч-
ных магнитных полей галактик и звёзд — космологических магнитных по-
лей в горячей плазме ранней Вселенной.

Ниже по  порядку всех проводимых исследований теоретического от-
дела излагаются основные результаты 1989–2014 гг. и в конце приводится 
список многочисленных публикаций в  престижных реферируемых зару-
бежных и отечественных журналах.

1.	Ф изика нейтрино в  среде с  магнитным полем и  в среде с  шумом 
плотности.

2.	С олнечные нейтрино.
3.	М агнитные поля в зоне лучистого переноса Солнца.
4.	К осмологические магнитные поля и обобщение магнитогидродина-

мики в стандартной модели физики элементарных частиц.
5.	Н ейтринное излучение нейтронных звёзд.
6.	К осмическая плазма: турбулентность-волны-частицы.
7.	П риложения дифференциальной топологии в  теории динамо 

и геофизике.
8.	Н елинейные явления в тёмной материи.
9.	В ариационные и асимптотические методы в задачах теоретической 

физики.
10.	Нелокальные явления переноса и  флуктуации в  неравновесных 

системах.

1.	Ф изика нейтрино в среде с магнитным полем  
и в среде с шумом плотности

Три статьи В. Б. Семикоза (1990-е гг.) нашли развитие в работах других ав-
торов — экспертов в физике нейтрино:

•	 Ограничения на магнитный момент и массу дираковского нейтрино 
в  космологическом магнитном поле [Enqvist et  al., 1992]. Отметим, 
что недавно установленный нижний предел на космологическое 
магнитное поле  — затравочное галактическое магнитное поле 
(Неронов и др. 2009–2010), Bseed ≥ 10–16 Гс, — позволяет значитель-
но улучшить эти ограничения.

•	 Об  аксиально-векторном потенциале взаимодействия нейтрино 
с магнитным полем, влияющем на МСВ-осцилляции (эффект Ми
хеева-Смирнова-Вольфенштейна) в  магнитосфере сверхновой (без 
магнитного момента нейтрино) [Nunokawa et al., 1997].

•	 О  влиянии шума плотности на МСВ-осцилляции солнечных ней-
трино [Nunokawa et al., 1996]. В этой работе нами впервые было по-
казано, каким образом случайный шум плотности небольшой ам-
плитуды (≤2 % от  средней плотности) приводит к  значительному 
повышению вероятности выживания электронных нейтрино в про-
цессе нейтринных осцилляций, как это демонстрирует, например, 
рис. 1 (правая панель), взятый из статьи [Burgess et al., 2004b].
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На левой панели рис. 1 показаны запрещённые области параметров 
шума плотности (амплитуды и  корреляционной длины), полученные из 
глобального анализа всех нейтринных экспериментов, слева  — без учёта, 
а  справа  — с  учётом KamLAND (Kamioka Liquid scintillator Anti-Neutrino 
Detector).

2.	 Солнечные нейтрино

К  важнейшим достижениям группы, занимающейся в  ИЗМИРАН ней-
тринной астрофизикой, следует отнести серию работ по физике солнечных 
нейтрино [Burgess et al., 2003, 2004a, b], в которых решалась обратная задача 
по  поиску ограничений на возмущения плотности (длину пространствен-
ных корреляций и амплитуду возмущений плотности) в центральных обла-
стях Солнца, невидимых при решении обратной задачи гелиосейсмологии. 
Речь идёт о  малых пространственных масштабах (сотни километров) по-
рядка длины МСВ осцилляций солнечных нейтрино в зоне радиационного 
переноса (radiative zone, R < 0,7RSun). Подобные коротковолновые возмуще-
ния не  интерферируют с  длинноволновыми p- (и g-) модами, базисными 
функциями в обратной задаче стандартной гелиосейсмологии (длина волн 
1000…10 000 км), но могут генерироваться в  рамках магнитогидродинами-
ки (МГД) при наличии центрального магнитного поля с напряжённостью, 
удовлетворяющей всем известным на сегодня ограничениям. Подчеркнём, 
что при глобальном анализе всех экспериментов с  солнечными нейтрино 
и реакторным KamLAND в программе численных расчётов, выполненных 
в сотрудничестве с  группой университета Валенсии (Испания, Universidad 
de Valencia), учитывались положения всех подземных детекторов относи-
тельно линии Солнце-Земля, т. е. прохождение нейтрино сквозь Землю, 
сезонные вариации (эксцентриситет земной орбиты), и  т. д. Это касается 
стандартных расчётов в рамках модели Михеева-Смирнова-Вольфенстайна 
(МСВ-эффект) при распространении нейтрино внутри Солнца, т. е. моде-
ли, объяснившей дефицит электронных нейтрино нейтринными осцилля-
циями при пренебрежении магнитным моментом нейтрино.

Рис. 1. Влияние шума плотности на повышение вероятности выживания  
электронных нейтрино в процессе нейтринных осцилляций
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Решение другой задачи [Miranda et al., 2004a, b] с учётом неизвестного 
магнитного момента нейтрино и  случайных магнитных полей умеренной 
амплитуды в  конвективной зоне Солнца (десятки килогауссов), позволи-
ло получить рекордное астрофизическое ограничение на переходной маг-
нитный момент нейтрино (в  том числе, Майорановского), μν ≤ 3·10–12μB. 
Это на порядок меньше недавнего лабораторного ограничения на реакторе 
Тверской атомной станции (группа А. С. Старостина (ИТЭФ  — Институт 
теоретической и  экспериментальной физики имени А. И. Алиханова), 
μν ≤ 2,9·10–11μB). Следует подчеркнуть, что такое же астрофизическое 
ограничение μν ≤ 3·10–12μB, полученное Георгом Раффельтом (институт 
Гейзенберга, Мюнхен), требует большего числа астрофизических предпо-
ложений при анализе распада плазмона в нейтрино-антинейтринную пару 
в ядрах звёзд-красных гигантов. Аналитические и численные расчёты дан-
ной задачи, проведённые группой ИЗМИРАН и  университета Валенсии, 
также учитывали глобальный (χ2) анализ всех нейтринных экспериментов, 
включая KamLAND, и  согласуются с  экспериментальными ограничени-
ями на поток солнечных электронных антинейтрино в  каскаде превраще-
ний: 1)  νeL → νµL (МСВ-осцилляции в  зоне лучистой теплопроводности, 
R < 0,7RSun), а  затем 2)  в  спин-флейворных осцилляциях νµL → νeR в  кон-
вективной зоне со случайным магнитным полем, RSun ≥ R ≥ 0,7RSun.

3.	 Магнитные поля в зоне лучистого переноса Солнца

О магнитных полях в радиоактивной зоне Солнца (R < 0,7RSun) можно су-
дить только косвенно, либо на основании теоретических моделей, учиты-
вающих влияние таких центральных магнитных полей на данные гелио-

сейсмологических наблюдений на 
поверхности Солнца [Дворников 
и  др., 2008; Rashba et  al., 2004, 
2007], либо по их влиянию на дан-
ные вейвлет-анализа наблюдае-
мых магнитных полей фотосферы 
Солнца [Тарбеева и др., 2011].

В  первом случае мы исполь-
зовали данные прибора GOLF 
(на спутнике SoHO  — Solar and 
Heliospheric Observatory) при уча-
стии в  работе руководителя это-
го эксперимента Сильван Тюрк-
Чиз (Астрофизический институт 
в С акле, Франция). Во втором 
случае [Тарбеева и  др., 2011] 

Рис. 2. Динамо модель тонкой конвек-
тивной оболочки. Влияние централь-
ного дипольного поля на баттерфляй-

диаграммы (верхняя панель)
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в  простейшей (паркеровской) модели динамо было добавлено дипольное 
(центральное) магнитное поле, сильно влияющее на баттерфляй-диаграм-
мы солнечного цикла, даже при малой напряжённости центрального поля 
(≤40 Гс) (рис. 2).

В  эксперименте GOLF впервые наблюдались кандидаты в  низкоча-
стотные g-моды по  рекордно малому доплеровскому сдвигу частоты (ско-
рости менее 1 мм/c). Допустимый магнитный сдвиг этой частоты позволил 
внести другое ограничение на центральное магнитное поле B ≤ 100 кГс 
[Rashba et al., 2007].

4.	К осмологические магнитные поля  
и обобщение магнитогидродинамики  
в стандартной модели физики элементарных частиц

Происхождение затравочного магнитного поля для наблюдаемых галак-
тических магнитных полей до  сих пор остаётся нерешённой проблемой. 
Космологическому происхождению такого поля как наиболее привлека-
тельному сценарию уделяется много внимания в современной литературе. 
В нашей работе [Semikoz, Sokoloff, 2004] впервые предложен в рамках стан-
дартной модели физики элементарных частиц новый механизм генерации 
первичного магнитного поля, основанный на коллективном взаимодей-
ствии нейтрино с горячей плазмой ранней Вселенной и обязанный не со-
хранению чётности в  электрослабых взаимодействиях. Важнейшим пара-
метром такой модели становится асимметрия плотности (реликтовых) ней-
трино, пропорциональная разности плотностей нейтрино и антинейтрино.

Имеющиеся экспериментальные данные о распространённости лёгких 
элементов, получаемые из их первичного нуклеосинтеза, приводят к  из-
вестному ограничению (верхнему пределу) на нейтринную асимметрию, 
согласующемуся с  нашими оценками нового параметра магнитной спи-
ральности  — основного фактора в  динамо модели космологического маг-
нитного поля.

Дальнейшее развитие этого подхода к генерации первичных магнитных 
полей было проделано в недавней работе [Dvornikov, Semikoz, 2014] на ос-
новании точного расчёта (в рамках стандартной модели) не сохраняющего 
чётность слагаемого в поляризационном операторе фотона в электрослабой 
плазме с учётом асимметрии нейтринной плотности.

В  серии работ по  гиперзарядовым полям  — прародителям максвел-
ловских полей, остающимися единственно безмассовыми (дальнодейству-
ющими) до  электрослабого фазового перехода, была исследована другая 
важнейшая проблема космологии  — бариогенезис в  первичной плазме 
с  гипермагнитными полями. Такая генерация наблюдаемой барионной 
асимметрии происходит с  учётом абелевой аномалии для левых и  правых 
лептонов в гипермагнитном поле, ведущей к лептогенезису и соответствен-
но к росту барионной асимметрии [Dvornikov, Semikoz, 2012]. Учтены рас-
пады (обратные распады) дублета хиггсовских бозонов в заряженные леп-
тоны и  нейтрино (антинейтрино) и  влияние сфалеронов (переходов ваку-
ум → вакуум во внешнем неабелевом поле) на процесс лепто/бариогенезиса 
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[Dvornikov, Semikoz, 2013]. Ещё ранее был предложен [Semikoz, Valle, 2011] 
поляризационный механизм происхождения Черн-Саймонс-слагаемого 
в  эффективном лагранжиане взаимодействия лептонов с  гиперзарядовым 
полем, что позволяет более ясно объяснить происхождение параметра ги-
пермагнитной спиральности и соответственно понять динамо модель уси-
ления таких полей до электрослабого фазового перехода.

5.	Н ейтринное излучение нейтронных звёзд

Нейтронные звёзды рождаются во взрывах сверхновых с  температурой 
1010…1011 К  и затем остывают течение приблизительно миллиона лет, ос-
вобождая энергию преимущественно посредством нейтринного излучения 
из всего внутреннего объёма вещества. Хотя материя внутри нейтронных 
звёзд очень плотна, они становятся полностью прозрачными для нейтри-
но приблизительно через 20  с  после рождения. Это позволяет зондиро-
вать внутреннюю структуру этих компактных астрофизических объектов, 
сравнивая теорию их остывания с наблюдениями за тепловым излучением 
с поверхности изолированных нейтронных звёзд. Для адекватного модели-
рования процессов, важно наиболее полно изучить механизмы генерации 
нейтрино в различных слоях нейтронной звезды. Эта проблема привлекает 
внимание мирового научного сообщества уже несколько десятилетий.

В  наших работах предсказаны и  исследованы новые механизмы ней-
тринного излучения в  пузырьковой фазе горячей нуклонной материи при 
субъядерных плотностях [Leinson, 1993], исследовано влияние сильного 
магнитного поля на порог открытия прямых Urca-процессов в  сверхплот-
ной нуклонной материи [Leinson, Perez, 1998]. Изучено влияние коллек-
тивных процессов на излучение нейтринных пар электронами в коре ней-
тронной звезды [Leinson, 1999] и  на излучение нейтринных пар при спа-
ривании протонов в  сверхплотном нуклонном веществе [Leinson, 2000], 
впервые получено релятивистское выражение для нейтринных потерь 
энергии, вызванных прямыми урка-процессами в вырожденной сверхплот-
ной барионной материи нейтронных звёзд [Leinson, Perez, 2001]. Получено 
аналитическое выражение для нейтринных потерь энергии в  горячей ре-
лятивистской ядерной материи, учитывающее отдачу нуклона, и эффекты 
слабого магнетизма [Leinson, 2002].

Предсказано подавление ней-
тринного излучения при син-
глетном спаривании нуклонов 
[Leinson, Perez, 2006]. Развитая те-
ория позволила (другим авторам) 
получить более высокие темпера-
туры в  коре аккрецирующих ней-
тронных звёзд и объяснить вспыш-
ки галактических рентгеновских 

Рис. 3. Зависимость энергии возбужде-
ния спиновых волн от температуры
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источников. Существенное изменение претерпевает и  ранняя эволюция 
нейтронной звезды (t < 1000 лет), — увеличивается время релаксации более 
тёплой коры.

Учёт аномальных слабых взаимодействий приводит и  к существенно-
му ослаблению нейтринных потерь при триплетном спаривании нейтронов 
в жидком ядре нейтронной звезды. Нами получены корректные аналитиче-
ские формулы для интенсивности нейтринного излучения при триплетном 
спаривании нейтронов [Leinson, 2010c]. Изучено нейтринное излучение 
нейтронной сверхтекучей жидкости в различных фазовых состояниях три-
плетного конденсата [Leinson, 2010a].

В  ряде работ предсказаны и  исследованы новые механизмы нейтрин-
ного излучения из объёма сверхтекучего вещества нейтронных звёзд с учё-
том аномальных слабых взаимодействий. Предсказаны низко-энергичные 
коллективные возбуждения триплетного конденсата в виде спиновых волн, 
которые могут распадаться в нейтринные пары через нейтральные слабые 
токи [Leinson, 2010b, 2011, 2012]. При низких температурах, которые ранее 
ассоциировались с эпохой поверхностного фотонного охлаждения, распад 
спиновых волн приводит к  доминирующим нейтринным потерям из объ-
ёма нейтронной звезды.

На рис. 3 показана зависимость энергии возбуждения спиновых волн 
с  волновым вектором q = 0 в  триплетном нейтронном конденсате отне-
сённая к амплитуде сверхтекучей щели. Энергия спиновых волн показана 
в зависимости от отношения температуры вещества к критической темпе-
ратуре фазового перехода. Нижняя кривая демонстрирует голдстоуновский 
бозон, который с ростом температуры приобретает массу в результате взаи-
модействия с квазичастичными возбуждениями.

6.	К осмическая плазма:  
турбулентность-волны-частицы

В серии работ А. С. Волокитина с соавторами (см. например, [Волокитин, 
Дроздов, 1993; Коробейников и др., 1995; Krafft, Volokitin, 2000, 2002, 2003; 
Volokitin, Krafft, 2000, 2001a, b; Volokitin et al., 1997] был выполнен теорети-
ческий анализ механизмов излучения волн в космической плазме при ин-
жекции модулированных электронных и  ионных пучков при проведении 
активных экспериментов в космосе.

Эта тематика получила развитие в ряде последующих работ, в которых 
исследовалось нелинейное развитие и  стабилизация различных неустой-
чивостей электростатических и  электромагнитных волн в  космической 
плазме, обусловленных наличием неравновесных потоков энергичных ча-
стиц. При этом был разработан и реализован эффективный метод матема-
тического моделирования, позволяющий полностью учесть нелинейные 
эффекты при резонансном взаимодействии группы энергичных частиц 
с широким пакетом волн в  замагниченной плазме в реальной трёхмерной 
ситуации. С  помощью этого подхода была рассмотрена веерная неустой-
чивость нижнегибридных волн и  вистлеров [Krafft, Volokitin, 2003, 2004, 
2006, 2010].
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Рис. 4. Результаты численного моделирования веерной (а) и конусной (б) неустой-
чивости с  широким пакетом волн, обладающим почти непрерывным спектром. 
Показана эволюция распределения электронов по  продольным и  параллельным 
скоростям для последовательных моментов времени: а  — разворачивание веера; 

б — заполнение конуса потерь

Рис. 5. Эволюция распределения электронов при неустойчивости верхнегибрид-
ных волн в  плотной замагниченной плазме при наличии компоненты горячих 
электронов, имеющих начальное распределение по скоростям типа «подкова» или 

«оболочка»
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Результаты численного моделирования веерной неустойчивости с ши-
роким пакетом волн, обладающим почти непрерывным спектром, позво-
лили определить основные характеристики этого процесса: энергию волн 
в  насыщении, время достижения стационарного состояния («разворачи-
вание веера») и  характерную структуру функции распределения электро-
нов после релаксации (рис. 4а). Была также исследована роль резонансов 
Ландау, которые способствуют сглаживанию резких пиков на функции 
распределения по  продольным скоростям, образующимся в  процессе ре-
лаксации, и  показано, что доля энергии, передаваемая от  частиц волнам, 
находящимися с ними в резонансе Ландау, невелика.

Также было проведено исследование конусной неустойчивости [Krafft 
et  al., 2010; Zaslavsky et  al., 2007], реализующейся при недостатке частиц 
с  малыми перпендикулярными скоростями, или частиц имеющих малые 
питч углы. Результаты моделирования позволили определить зависимость 
энергии волн и времени заполнения конуса потерь от начальной величины 
его угла и показали, что роль резонансов Ландау в данном случае оказалась 
ещё менее значительной, чем в  случае веерной неустойчивости, а  нели-
нейное слияние резонансов по-прежнему способствует убыстрению роста 
энергии волн и увеличению скорости заполнения конуса.

Проведён анализ неустойчивости верхнегибридных волн в плотной за-
магниченной плазме при наличии горячих электронов имеющих распреде-
ление по скоростям типа «подкова» или «оболочка» и определены зависи-
мости инкрементов неустойчивости от  соотношения плазменной и  элек-
тронно-циклотронных частот, угла раскрытия «подковы» и относительной 
толщины «оболочки». Нелинейная стадия развития неустойчивости иссле-
дуется численно с помощью разработанной ранее математической модели 
описывающей резонансное взаимодействие частиц с  широким спектром 
электростатических волн в плазме с магнитным полем. По результатам мо-
делирования показано, что взаимодействие частиц с волнами при условии 
циклотронных резонансов высокого порядка (нормальный циклотронный 
резонанс) с n = 2,3…5,7 играет не меньшую роль, чем резонанс первого по-
рядка. Проанализированы особенности динамики частиц, одновременно 
взаимодействующих с двумя волнами при разных типах резонанса, и пока-
зано, что эти особенности определяют главным образом характер эволю-
ции функции распределения и спектра волн как в случае с небольшим чис-
лом волн, так и при практически непрерывном спектре многих волн. При 
моделировании с  квазинепрерывным спектром волн (рис. 5) исследована 
динамика спектра, получена полная картина релаксации функции распре-
деления, характеризующаяся заполнением оболочки, и оценена доля энер-
гии, которую частицы отдают волнам в конце эволюции.

Был выполнен анализ неустойчивости электромагнитных волн с часто-
тами ниже ионно-циклотронной при наличии анизотропного потока энер-
гичных ионов [Krafft, Volokitin, 2013a, b]. Для случая электростатических 
волн проведено полное исследование насыщения веерной неустойчивости 
ионного потока с использованием самосогласованного 3D-моделирования 
взаимодействия резонансных частиц с ионно-звуковыми волнами. В част-
ности, показано, что ионы не  столько диффундируют по  скоростям как 
следует из квазилинейной теории слабой турбулентности, а  их диффузия 
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происходит в  результате переходов между состояниями, при которых они 
совершают много колебаний, будучи захваченными в потенциальную яму, 
образуемую полями нескольких волн. Данный нелинейный механизмы 
диффузии определяет релаксацию анизотропного «хвоста» ионов и  на-
сыщение спектра волн. Рассмотрена зависимость от  основных параме-
тров плазмы и потока ионов величины перпендикулярного нагрева ионов 
и  доли энергии хвоста, которая трансформируется в  поперечную энергию 
ионов.

Развитие методов численного моделирования позволило по-новому 
подойти к проблеме ленгмюровской турбулентности, возбуждаемой в сол-
нечном ветре потоками субрелятивистских электронов. Одним из важных 
является вопрос об условиях применимости квазилинейной теории слабой 
турбулентности к процессу взаимодействия электронного пучка с ленгмю-
ровскими волнами. Исследование с  помощью одномерного численного 
моделирования показало удовлетворительное согласие с теорией, но также 
указало на ряд отличий, в том числе в точности диффузионного описания 
эволюции распределения частиц пучка. При этом был разработан метод 
численного определения свойств диффузии частиц в  пространстве скоро-
стей на основе статистического анализа полученных в  результате модели-
рования траекторий большого числа тестовых частиц.

Рис. 6. Результаты моделирования ленгмюровской турбулентности в  плазме 
с внешними флуктуациями плотности. Показаны эволюция профилей электриче-
ского поля и  плотности плазмы (слева), спектра волн (в центре) и  функции рас-
пределения электронов пучка по  скоростям для трёх последовательных моментов 

времени
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Учёт наличия высокого уровня флуктуаций плотности, которые, как 
известно, присутствуют в  солнечном ветре, потребовал модификации ма-
тематической модели, используемой при рассмотрении взаимодействия 
электронного пучка, распространяющегося в  неоднородной плазме сол-
нечного ветра. Расчёты с учётом динамики ленгмюровских волн, описыва-
емой уравнением Захарова, показали, что когда уровень флуктуаций плот-
ности мал δn/n < 3(kLD)–2, режим релаксации пучка очень похож на то, 
что происходит в однородной плазме и может быть описан квазилинейной 
(КЛ) теорией. Напротив, когда уровень флуктуаций плотности превышает 
некоторый предел, 1 >> δn/n > 3(kLD)–2, они оказывают решающее влияние 
на процесс релаксации пучка.

Во-первых, на стадии линейного рост волны локализуются и формиру-
ют чётко определённые волновые пакеты (сгустки волн), которые домини-
руют в полном спектре волн. Другой важный эффект - при наличии внеш-
них флуктуаций плотности плазмы солнечного ветра часть энергии ленг-
мюровских волн перекачиваются в  длинноволновую область, в  результате 
чего происходит ускорение части электронов до скоростей примерно в два 
раза превышающих начальную скорость пучка, порождающего ленгмюров-
скую турбулентность (рис. 6). Исследованный процесс может служить важ-
ной составной частью механизма генерации солнечных радио всплесков 
третьего типа, а  также объяснить распространение электронных пучков 
в солнечном ветре от солнечной короны до орбиты Земли и далее.

7.	П риложения дифференциальной топологии  
в теории динамо и геофизике

Работы П. М. А хметьева направлены на приложения дифференциальной 
топологии, в том числе в теории динамо и геофизике. Подобные приложе-
ния связаны с поиском геометрических методов для новых прямых доказа-
тельств классических топологических теорем, которые были доказаны ра-
нее алгебраическим способом.

Разработан метод [Ахметьев, 1994], позволяющий решить некоторый 
класс классификационных задач, возникающих в теории погружений глад-
ких многообразий, путём изучения локальных мультиособенностей диффе-
ренцируемых отображений общего положения.

Изучены свойства вложимости компактов в  евклидовы пространства 
[Ахметьев, 1996а]. Положительно решена проблема вложимости S n‑по
добного компакта в  пространство R2n при некоторых ограничениях на 
размерность n.

Найдена одна полезная элементарная иллюстрация теоремы Рохлина 
о сигнатуре четырёхмерного многообразия [Ахметьев, 1996б].

Инвариант Кервера определён для оснащённых многообразий раз-
мерности n = 4k + 2 и  принимает значения в  группе Z/2. Браудер в  1969 г. 
доказал, что этот инвариант всегда равен  0, если n + 2 не  есть степень  2. 
Найдено геометрическое доказательство этого результата, используя 
представление инварианта Кервера в  терминах кратных точек погружен-
ных многообразий [Ахметьев, Экклз, 1999]. Этот совместный результат 
с П. Дж. Экклзом является основным среди опубликованных.
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Стандартный метод решения некоторых задач топологии состоит 
в  применении конструкции Понтрягина-Тома. В  рамках метода найде-
ны обобщения препятствий ван К ампена-Скопенкова и  ван К ампена-
Мелихова для решения задачи реализации отображений [Akhmetiev, 2004].

Предложена новая разновидность интегралов типа Масси для класси-
фикации зацеплений в форме магнитных трубок [Akhmetiev, 2005]. Это ра-
бота служит вспомогательной для работы [Akhmet’ev, 2013].

Получены результаты в  направлении решения одной проблемы 
В. И. Арнольда о  перенесении конструкции Понтрягина-Тома теории ко-
бордизмов на вещественные алгебраические функции. На пространство 
вещественных функций перенесена конструкция Понтрягина-Тома в фор-
ме Уэллса. Выявлена связь рассматриваемой проблемы с  алгебраической 
K-теорией и h-принципом Мишачева-Элиашберга [Ахметьев и др., 2005].

Определяются два новых нелокальных асимптотических инвариан-
та магнитного поля, которое вморожено в  конечную область с  идеальной 
проводящей жидкостью. Оценивается скорость изменения построенных 
инвариантов магнитного поля в  неидеальной среде. На основе введённых 
инвариантов изучаются спектральные характеристики магнитного поля 
[Ахметьев, 2012].

Получено частичное положительное решение одной проблемы 
В. И. Арнольда, касающейся высшего эргодического асимптотического ин-
варианта магнитных полей. Этот результат является основным среди опу-
бликованных [Akhmet’ev, 2013].

В 1965 г. Браудер и Баум доказали, что проективное вещественное про-
странство RP10 нельзя погрузить в  евклидово пространство R15. Найдено 
прямое доказательство этой теоремы, основанное на теории Кошорке. 
Опубликован начальный шаг этого нового доказательства [Akhmet’ev, 
Frolkina, 2013].

8.	Н елинейные явления в тёмной материи

На протяжении ряда лет в теоретическом отделе ИЗМИРАН проводились 
исследования нелинейных волновых процессов в некоторых моделях тём-
ной материи. Так, в работе [Koutvitsky, Maslov, 2002] был рассмотрен нью-
тоновский гравитационный коллапс пылевидной материи в гидродинами-
ческом приближении. При решении этой классической задачи основное 
внимание было уделено изучению структуры сингулярностей в распределе-
нии плотности, как точечных, так и сферических, возникающих при мно-
гопотоковом движении вещества к центру. Знание структуры образующих-
ся сингулярностей может сыграть решающую роль при определении общей 
картины распределения вещества во Вселенной. Считается, что многопо-
токовое движение, возникающее после момента образования первичной 
сингулярности, формирует некоторую стационарную динамическую струк-
туру. Движение и взаимодействие таких структур, имеющих разные скоро-
сти и  масштабы, приводит к  появлению турбулентного состояния, опре-
деляющего иерархическую картину скучивания космического вещества. 
С  этой точки зрения движение и  взаимодействие сферических сингуляр-



381

В. Б. Семикоз  Исследования в теоретическом отделе ИЗМИРАН

ностей с  учётом возникающей многопотоковости, возможно, определяет 
наблюдаемую ячеистую структуру Вселенной на сверхмасштабах. В  рабо-
те [Koutvitsky, Maslov, 2002] получены условия на начальное распределе-
ние пылевидной материи, при которых возникают сингулярности каждого 
типа, а  также найдены явные асимптотические решения, полностью опи-
сывающие первичную структуру как центральной, так и сферической син-
гулярностей. Получена система уравнений, описывающая движение веще-
ства в многопотоковых областях, и с помощью численного интегрирования 
исследовано размножение потоков, возникающее после расщепления пер-
вичной сферической сингулярности.

Современные наблюдения говорят о  том, что бо`льшая часть тём-
ной материи имеет небарионную природу. Динамика небарионной тём-
ной материи существенно отличается от  рассмотренной выше динамики 
пылевидного вещества. В  ряде работ, выполненных в  теоретическом от-
деле ИЗМИРАН, исследовались нелинейные волны и  солитоны в  неко-
торых скалярных моделях тёмной материи. Было показано [Maslov, 1990, 
1991], что в  таких моделях возможно существование локализованных ос-
циллирующих структур, пульсонов, а  также решений, описывающих об-
разование пузырьков новой фазы при фазовых переходах первого рода. 
Локализованные решения были найдены также и в некоторых спинорных 
моделях [Lochak, Maslov, 1993].

Динамика коллапса локализованных сгустков скалярного поля ис-
следовалась в  работах [Malomed, Maslov, 1991; [Maslov, Shagalov, 1993, 
1998]. Было показано [Malomed, Maslov, 1991], что при коллапсе сфериче-
ского кинка в  модели  φ4 возбуждается внутренняя мода колебаний поля. 
Найден инкремент роста этой моды, а  также получена оценка интенсив-
ности излучения, сопровождающего процесс коллапса. Развит общий 
подход к  проблеме коллапса в  нелинейных скалярных моделях [Maslov, 
Shagalov, 1993, 1998]. Он основан на анализе дифференциального нера-
венства для интегральной амплитуды поля, что позволяет оценить дина-
мику коллапса для достаточно широкого класса скалярных потенциалов. 
Было показано [Maslov, Shagalov, 1997], что в  скалярной модели с  лога-
рифмическим потенциалом вида U(φ) ≈ φ2  ln  φ2 коллапсирующие состоя-
ния могут возникать в  процессе столкновения пульсонов. Оказалось, что 
это происходит только при столкновении достаточно тяжёлых пульсонов. 
Пульсоны с  небольшими массами взаимодействуют упруго. Кроме того, 
динамика процесса существенно зависит от разности фаз пульсонов в точ-
ке столкновения.

На примере модели φ4-φ6 было показано [Maslov, 2001a; Maslov, 
Shagalov, 2001], что фазовые переходы первого рода в  бездиссипативных 
нелинейных волновых системах могут быть инициированы параметриче-
ским резонансом однородных вакуумных колебаний и  малых локальных 
возмущений скалярного поля. При этом динамика расширения пузырь-
ка новой фазы может быть описана в рамках подхода, развитого в работах 
[Maslov, 2001b; Maslov, Shagalov, 2004]. Этот подход основан на решении 
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, описыва-
ющего движение произвольной точки на стенке пузырька во втором при-
ближении по разности энергий стабильного и метастабильного состояний 
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скалярного поля и  обратного радиуса пузырька. Полученное уравнение 
является модельно независимым, поскольку конкретный вид потенциала 
скалярного поля влияет только на константы, входящие в это уравнение.

В  работах [Koutvitsky, Maslov, 2005, 2006] исследована параметриче-
ская неустойчивость локализованных когерентных колебаний скалярного 
поля в модели тёмной материи с логарифмической нелинейностью. Такие 
нелинейности возникают при учёте в  эффективном потенциале кванто-
вых поправок. Оказалось, что исследуемая неустойчивость имеет ярко вы-
раженный резонансный характер. Подробное рассмотрение этого явления 
привело к  исследованию уравнения Хилла с  сингулярной периодической 
функцией. Это потребовало некоторого обобщения метода Линдемана-
Стилтьеса, который обычно применяется при анализе уравнений типа 
Матье или Ламе. В результате были построены резонансные решения и по-
лучены выражения для инкремента неустойчивости (показателя Флоке) 
как функции амплитуды скалярного поля и  номера неустойчивой моды. 
Полученные результаты говорят о том, что, строго говоря, все веществен-
ные пульсонные решения нелинейного уравнения Клейна-Гордона не-
устойчивы. Численное моделирование показало, что пульсоны, оставаясь 
хорошо локализованными объектами, постепенно теряют со временем 
свою когерентность. Вместе с  тем, были обнаружены области параметров 
пульсона, например его амплитуды, где скорость потери когерентности 
очень мала. Такие пульсоны можно считать долгоживущими (с характер-
ными временами жизни в несколько сотен периодов пульсаций), и именно 
они могут представлять астрофизический интерес.

Влияние гравитации на колебания пульсонов исследовалось в  работе 
[Koutvitsky, Maslov, 2011]. С  помощью асимптотических методов теории 
колебаний были найдены осциллирующие пульсонные решения систе-
мы уравнений Эйнштейна-Клейна-Гордона в координатах Шварцшильда. 
Полученные решения выражаются через решения сингулярного уравне-
ния Хилла, которые были исследованы ранее [Koutvitsky, Maslov, 2006]. 
Найдены начальные условия, при которых самогравитирующие пульсоны 
становятся периодическими. Вычислены их массы. Найдены ограничения 
на параметры теории, при которых массы гравипульсонов соизмеримы 
с массами сгустков тёмной материи в галактическом гало, полученными из 
результатов микролинзирования. Найденные в  работе объекты могут воз-
никать в результате фрагментации однородно распределённой тёмной ма-
терии и  представляют определённый астрофизический интерес в  качестве 
кандидатов на роль элементарных составляющих галактического гало. При 
таком подходе галактическое гало должно рассматривается как ансамбль 
гравипульсонов планетарного масштаба с массами M < 10–7 MSun.

В работе [Dumin, 2007] на основе известного решения Коттлера урав-
нений Эйнштейна построена метрика пространства-времени для централь-
ного тяготеющего тела в  пространстве, однородно заполненным «тёмной 
энергией» (Λ-членом) и обладающим адекватной космологической (фрид-
мановской) асимптотикой на бесконечности. Использование этой метрики 
для исследования задачи двух тел (например, движения планеты в поле тя-
готения звезды) с учётом эффектов «тёмной энергии» приводит к выводу, 
что при определённых соотношениях между характерными параметрами 
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задачи (радиусом Шварцшильда, радиусом деСиттера и  исходным радиу-
сом орбиты) «тёмная энергия» может приводить к  вековому возмущению 
орбиты планеты, сопоставимому со скоростью стандартного хаббловского 
потока на бесконечности.

В работах [Баталов и др., 2009; Маслов и др., 2007] исследовано явле-
ние резонансного захвата фазы при воздействии внешних возмущений 
с медленно изменяющейся частотой на осциллируюшие солитоны уравне-
ния синус-Гордона и  нелинейного уравнения Шрёдингера. Такие возму-
щения возникают, например, в бозе-конденсатах при наложении внешнего 
переменного электрического поля, а в плазме — при воздействии на ленг-
мюровские солитоны высокочастотного электрического поля. Показано, 
что эта задача сводится к  изучению воздействия на скалярное поле  φ(x, t) 
некоторого заданного поля χ(t), осциллирующего с медленно изменяющей-
ся частотой. В космологическом контексте χ(t) может иметь смысл инфла-
тонного поля, которое на постинфляционной стадии осциллирует вблизи 
минимума потенциала с  частотой, медленно изменяющейся из-за расши-
рения Вселенной. При малых значениях поля  χ эту задачу можно решать 
в  адиабатическом приближении теории возмущений для солитонов. В  ре-
зультате были получены необходимые и достаточные условия захвата фазы, 
связывающие амплитуду и скорость изменения частоты возмущения с на-
чальными данными солитона.

9.	 Вариационные и асимптотические методы  
в задачах теоретической физики

Работы И. А. Молоткова направлены на разработку вариационных и асим-
птотических методов и  на их приложения к  задачам распространения не-
линейных волн, теории реакторов и проблемам математической макроэко-
номики.

•	 Разработка (совместно с  С. А.  Вакуленко) траекторных вариацион-
ных принципов в  нелинейных задачах [Молотков, 2003; Molotkov, 
2005]. Найденные вариационные принципы обобщают принцип 
Ферма на случай нелинейных сред. В  отличие от  классического 
принципа Ферма получаем вариационные принципы, содержащие 
параметр, связанный с  интенсивностью волнового поля и  влияю-
щий на траекторию. Важное применение этих принципов состоит 
в решении задач типа реакция-диффузия и задач о волнах в средах 
с внутренней структурой.

•	 Исследование (совместно с В. П. Масловым) процессов в аварийных 
реакторах Чернобыльского типа. Среди полученных здесь результа-
тов отметим важнейшие: 1) аналитически найдены два критических 
значения распределения источников тепла в  реакторе, важные для 
предсказания опасных ситуаций; 2) определены уровни максималь-
ного нагрева и  концентрации тепловыделяющих элементов внутри 
реактора [Маслов, Молотков, 2008; Молотков, 2008].

•	 Привлечение новых асимптотических подходов к  изучению не-
линейных процессов. Среди ряда опубликованных выделим две: 
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1)  аналитическое исследование взаимодействия фемтосекундных 
импульсов со средой; получены явные формулы, описывающие де-
формацию амплитуды и  фазы фемтоимпульсов за счёт релаксации 
в  веществе; 2)  дано асимптотическое описание влияния дисперсии 
третьего порядка на распространение короткого импульса в волок-
не; происходит образование встроенного солитона на пьедестале 
фиксированной величины [Молотков, Бисярин, 2004; Molotkov, 
2005].

•	 Параллельное решение задач квантовой статистики для тождествен-
ных частиц и  задач макроэкономики. Получены формулы для эн-
тропии системы тождественных частиц при положительных фрак-
тальных размерностях [Molotkov, 2010]. Найдена формула для кри-
тического значения долга [Молотков, 2013]. Это значение зависит 
от  скорости денежного оборота в  системе и  от числа кредиторов. 
Проанализирован результат объединения двух систем тождествен-
ных частиц при различных размерностях этих систем [Молотков, 
2014]. Найдены температура и размерность объединённой системы. 
Вычислена величина капитала, перетекающего при объединении из 
одной системы в другую.

10.	Н елокальные явления переноса  
и флуктуации в неравновесных системах

Предложено асимптотическое разложение плазменной резольвенты, по-
зволяющее разделить динамические, кинетические и  гидродинамические 
масштабы. Приведены точные выражения для парной корреляционной 
функции и  интеграла столкновений, учитывающие как пространственные 
и  временные нелокальности, так и  поляризацию. Кинетическое уравне-
ние Балеску-Ленарда обобщено на слабонеидеальную плазму. На основе 
полученного интеграла столкновений рассчитаны в  первом приближении 
по нелокальности уравнения баланса импульса и плотности энергии, учи-
тывающие потенциальные вклады в  потоки и  поляризацию [Belyi et  al., 
1989a, b, 1996, 1998, 2002].

Используя цепочку уравнений Боголюбова-Борна-Грина-Кирквуда 
для квантовых функций распределения, получено квантовое немарковское 
кинетическое уравнение, включающее динамическую экранировку по-
тенциала взаимодействия, точно учитывающее обменное взаимодействие 
в  нетривиальной форме. Интеграл столкновений выражен через функции 
Грина линеаризованного уравнения Хартри-Фока. Потенциальная энергия 
учитывает поляризацию и  обменное взаимодействие [Belyi, Kukharenko, 
2001, 2007, 2009, 2010].

Построена кинетическая теория флуктуаций нелокальных флуктуаций. 
Показано, что спектр флуктуаций определяется не только диссипацией, но 
и  пространственно-временными производными от  дисперсии. Построена 
кинетическая теория некогерентного рассеяния в неравновесной и неодно-
родной плазме. В результате неоднородности плотности электронов спек-
тральные линии становятся асимметричными по отношению к изменению 
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знака частоты (рис. 7). Эта асимметрия линий может быть использована 
как новый диагностический метод диагностики локальных градиентов 
плазмы.

Используя ланжевеновский подход и  метод моментов, флуктуацион-
но-диссипационное соотношение было обобщено на системы с  медленно 
меняющимися параметрами. Показано, что спектральные функции флук-
туаций в  таких системах определяются не  только диссипацией, но также 
производными от  дисперсии. Неджоулевый дисперсионный вклад харак-
теризуется новым нелокальным эффектом, вызванным дополнительным 
фазовым сдвигом между силой и  откликом системы. Этот фазовый сдвиг 
является следствием параметрического воздействия на систему. На приме-
ре электрического колебательного контура показано, что дисперсионные 
вклады могут существенно увеличивать добротность колебательных систем 
[Belyi, 2002, 2003, 2004; Belyi, Paiva-Veretennicoff, 1991].

Выведен новый модельный интеграл столкновений для многокомпо-
нентных газов и  плазмы, свободный от  недостатков модели Бхатнагара-
Гросса-Крука (Б-Г-К). Он точно учитывает релаксацию первых 13  ги-
дродинамических моментов и  не содержит сложную экспоненциальную 
зависимость, характерную для моделей типа Б-Г-К. Предложен метод вос-
становления модельного интеграла столкновений по его линеаризованной 
форме. Доказана H-теорема Больцмана для нашего модельного интеграла 
столкновений [Belyi, 2009].

Рис. 7. Электронный форм-фактор (сплошная линия) и  спектральная функция 
флуктуаций электростатического поля (пунктирная линия) как функция частоты
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